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Диссертация посвящена задачам линейного сопряжения ДJIЯ диффе­
ренuлальных уравнений 2-го порядка с частными производными на п.1ос­
кости. В общем случае задача .ТJинейного сопряжения состоит в следую­
щем. Пус1ь L - общий участок границ областей D1 , D2 и L1 , L2 - остав­
шиеся чапи их гра!rиц. Нужно найти в D1 и D2 решения u1 ( х, у) и u2( .r. у) 
линейных ,:шфференциа.льных уравнений с частными производными, удо­
влетворя1ошие па L условиям сопряжения вида 
ди1 дu2 b1(t) a;(t) + a2(t) ап(t) = r.2(t), (1) 
где д/дn - производная по норма.ли к L, и некоторым граничным услони­
ям на. L1 и L2 • Частным случаем задачи сопряжения явлне-тся задача о 
скачке с ус.1овиями 
(2) 
В диссертации исследованы два класса задач линейного сопряжения 
д.1я уравнений с частными производными: задачи сопряжения решений 
уравнения Ге,1ьмгольца и задачи сопряжения для модельных уравнений 
смешанного эллиптико-гиперболического типа. 
Актуальность темы. Многие задачи математической физики явля­
ются за.дачами .1и11ейного сопряжения для уравнений с частными произ­
водными. К таким за.дачам относятся, например, задачи теории упру­
гост11 о взаимодейс7вии упругих гел, задачи распространени11 волн в не­
о;щородных средах, за.дачи дифракции волн на препятствиях раз;1ичной 
природы. В этих задачах на границе раздела сред обычно сопрягаются ре· 
шеция уравнений или систем уравнений с частны:-ш производными одного 
и того же типа. В работах, посвяшенмых граничным задачам для уравпе-
11111! и систем уравнений смешанного и смешанно-составного типа, исследо­
ваны задачи сопряжения· на обще:м участке границы решений уравнений 
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с частными производными раз:шчных типов. Термин "задача линейного 
сопряжения" часто используется в литературе в теории граничных задач 
для ана.11ити•1еских функций 1, 
Особый интерес представляют задачи сопряжения с разрывными ко­
эффиuиентами в условии сопряжения (1). Такие условия появляются в 
задачах дифракции э;1ектромагнитных во:ш на мета.,"Iлических экранах 2, 
3 и в задачах теории упругости для тел с дефектами различной природы 
(разреза.ми или тонкими включениями) 4, 5• 
Цель работы. Осповная цель диссертации - исследовать возмож­
ность применения метода задачи о скачке при решении задач линейного 
сопряжения для уравнений с частными производными с разрывными ко­
эффициептами n условиях сопряжения (1). 
Основная идея метода 3адачи о скачке сводится к следующему 6• 
Пус'Iь на некоторой части М линии L заданы значения искомых реше­
ний или их производных, а на оставшейся части N этой :rинии решения и 
их производные должны быть непрерывны. Предположим, что получено 
1 Гахов Ф.Д. Краевые задачи. - М.: Наука, 1977. - 640 с. 
2 Хён:1 Х., Мауэ А., Вестпфаль К. Теория дифракции. - М.: Мир, 1964. 
- 428 с. 
3Ильинский А.С., Смирнов Ю.Г. Дифракция электрома.гнитных волн 
на проводящих тонких экранах (Псевдодифференциальные операторы в 
задачах дифракции). - М.: ИПРЖР, 1996. - 176 с. 
•Партон Б.З., Перлин П.И. Интегральные уравнения теории упругости. 
- М.: Наука, 1977. - 312 с. 
5 Попов Г.Я. Концентрация упругих напряжений возле штампов, раз-
резов, тонких включений и подкреплений. - М.: Наука, 1982. - 344 с. 
8Pleshchinskaya I.E., Pleshchinskii N .В. The Cauchy proЬlem a.nd potentials 
for elliptic partial differential equations and some of their applications / / 
Advances in Equations and Inequalities (ed. J.M.Rassias). - Hadronic Press, 
1999. · Р.127-146. 
в явно:м виде решение задачи о скачке. Тогда И3 ус."Iовий на линии М С."Iе­
дуют ураБнения (как правило, интегральпые) для определения функций 
a(t).Ь(t). 
Методы иссJJедовании. При решепии задачи о скачке испоJJьзуется 
метод частичных об."Iастей. Вспомогательные переопределенные задачи 
Коши для уравнения Гельмгольца решены методом интегрального пре­
образования Фурье в классе распределений мед:rенного роста и методом 
разложения в ряды Фурье в случае осесимметричной среды. Решения за­
дач о скачк(: для уравнений смешанного типа получены дву:мя способа.ми: 
:методом интегра."Iьных уравнений и методом преобразования Фурье. 
Сингулярные интегральные уравнения с логарифмическими и степен­
ными особенностями в ядре решены методом интегра.r1ьных тождеств и 
методом аналитического продо.1Жения 7 • 
Научная новизна. Предложен новы!! мето.:х решения задач сопряже­
ния д.1я уравпения Гельмгольца и для модельных уравнений смешанного 
3ллпптико-гиперболическоrо типа. Исследован новый кдасс задач с де­
фекта~ш на линю! изменения типа для уравнений смешанного типа. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссер­
тации в основном носнт теоретический характер, они могут быть исполь­
зованы при решении ряда других задач математической физики и при 
исс.1едовании некоторых практических задач 21лсктродина.мики и газовой 
динамики. 
Апробации работы. Основные резу."Iьтаты диссертаци11 докладыва­
лись на :V!еждународноl! конференции "Mathematical Mcthods in Еlесtrо-
7Плещински!! Н.Б. Приложения теории интеrра.Тhных уравнений с ло­
гарифмическими и степенными ядрами. - Казань: Изд-во Казанск. ун-та, 
1987. - 160 с. 
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rnagnetic ТЬеоrу. ММЕТ 2000" (Харьков. Украина, 12-15 сент. 2000 г.), 
на Молодежной научной школе-конференции "Задачи дифракции и со­
пряжение электромагнитных полей в волноводных структурах" (Казань, 
Юдино, 19-22 окт. 2000 г.), на Итоrовой научной конференции Казан­
ского государствепноrо университета за 2000 г. и на научном семинаре 
~математическое моделирование и математическая физика" (рук. проф. 
Н. Б. П.1ещинский). 
ПубJJикации. Основные результатъ1 диссертации опубликованы в ра­
ботах [1] - [4]. Результаты совместных работ принадлежат соавторам в 
равных долях. 
Структура диссертации. Диссертация состоит иэ введения и трех 
глав, общий объем - 95 страниц. В списке литера.туры 55 наименований. 
Краткое содержание диссертации 
В главе 1 приведены основные определения и утверждения, которые 
используются :11 дальнейшем при решении задач сопряжев:ия для уравне­
ний с частны~1и производными. 
В §1 содержатся необходимые сведения иэ теории ра.спреде.лений (обоб­
щенных функций) и перечислены основные свойства интегрального пре­
образования Фурье в пространствах распределений медленного роста. 
Особое внимав:ие уделено тому факту, что образы Фурье односторонних 
распределений ивляются предельными значениями на вещественной оси 
аналитических в верхней или нижней полуплоскостях функций. 
В §2 методом преобразования Фурье исследована задача Коши в полу­
пространстве для дифферснциальноrо уравнения с частными произ11од-
11ыми с постоянными коэффициента..'1411. Эта задача является модельной 
в общей теории краевых задач ддя уравнений с частными производными. 
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Подробно рассмотрены случаи, когда задача Коши является переопреде­
ленной (например, для эллиптических уравнений). Найдены ус.повия на 
граничные функции, при которых задача Коши имеет решение, и это ре­
шение выражено через граничные функции. Показано, как использовать 
ус:ювия на граничные функции в задачах Коши для верхнего и нижнего 
полупространств при исследовании задачи о скачке на гиперплоскости 
- простейшей задачи :швейного сопряжения решени!! двух уравнений с 
частными производными. 
В §3 рассмотрены некоторые классы сингулярных интегральных урав­
нений, решения которых могут быть uайдены в замкнутой форме: харак­
теристическое уравнение с ядром Коши, интегральные уравнения с лога­
рифмическими и степенными особенностями в ядре и сингулярные инте­
гральные уравнения с автоморфными ядрами. К уравнениям такого типа 
приводятся задачи дифракции электромагнитных волн на металлических 
экранах (гл. 2) и задачи сопряжения решений уравнений смешанного ти­
па (r.1. З). 
В главе 2 исследована задача о скачке для двумерного уравнения Гель­
мrо.1ьца в п.1оскопараллельной слоистой среде, когда скачки искомого 
решения задаются на прямых, разделяющих соседние cJioи, и в осесим­
метричной с.1оистой среде, когда скачки задаются на концентрических 
окружностях. Методом задачи о скачке получены интегральные урав­
нения с .1огарифмичсской особенностью в ядре, зквивалентные зада.ча."1 
дифракции злектромаrнитной волны на системе металлических лент. 
К задачам сопряжения для уравнения Гельмгольца с постоянными 
коэффициентами в условиях сопряжения (в том числе, к задаче о скач­
ке) приводятся скалярные задачи о падении злектромагнитной волны на 
границу раздела сред. Скалярные задачи дифракции злектромагнитных 
водн на металлических экранах, расположенных на границе раздела. сред 
также сводятся к задачам линейного сопряжения для уравнения Гельм-
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гольца, но уже с разрывными (кусочно-постоянными) коэффициентами в 
условиях сопряжен11я. 
В §4 рассмотрены вспомогательные задачи Коши для уравнения Гель­
мгольца в полуплоскости и в полосе. Методом интегрального преобразо­
вания Фурье в классах распределе~шй медленного роста получены урав­
нения для образов Фурье искомых решений. Найдены соотношения, кото­
рым должны удовлетворять граничные функции в переопределенных за­
дачах Коши. В случае полуплоскостей решения уравнения Гельмгольца 
расо1атриваются в классе решений, уходящих на бесконечность. Условия 
излучЕ'ния сформу.ТJированы на языке образов Фурье граничных функций. 
Доказано, что (теорема 4.3) распределение 1tj(x,z) является решением 
уравнения Гельмгольца 
в области D; = {hj < z < hi+1 и удовлетворяет граничным условиям 
щ(x,hi +О)= uj(.x), дu· а: (х, h; +О)= vt(x), 
тогда и только тогда, когда образы Фурье граничных функций удовле­
творяют равенствам 
[V;+Ю - i;JIOЩIOJ - ei(hн,-h,)-rJШ lV,.+1IO - i;JIOИ;+1IOJ =о, (3) 
ei(h,t1-h,>-.Jю [\.j+IO + i;JIOЩIOJ- [11;~ 1Ю + i;JIOU;+1IOJ =о. (4) 
При этом образ Фурье искомого решения U;({, () удовлетворяет уравне­
нию 
(k}-{2 -(2) И;({,()= 
= ~ eih,c ['1;+(0 - i(Щ(О]-. ~ eih,+ic [V;+1IO - i(И;i.1IOJ. 
у27Г у 271' 
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Зд.<'t'Ь 
В §5 исследована задача о скачке для уравнения Гелъмго,"IЬца в плос­
копараллельной слоистой среде. С помощью найденных в §3 соотношений 
д.1я rраничных функций в частичных областях установлено. что зада­
ча о скачке равносильна системе лииейных алгебраических уравнений 
для образов Фурье вспомогательных граничных функций, составленной 
из условий сопряжения и равенств вида (3), (4) (теорема 5.1). В частном 
случае, когда прямая z = h разделяет две полуплоскости, эта система 
уравнений имеет вид 
Показано, что полную систему уравнений для образо11 Фурье граничных 
функций 11сегда можно упростить и привести к системе всего из двух урав­
нений. 
В §6 с помощью интегрального представления решения зада'Ш о скачке 
для уравнения Гельмrольца сведена к интегральному уравнению с лога­
рифмической особенностью в ядре задача дифракции электромагнитной 
волны на системе металлических левт в плоскослоистой среде (теорема 
б.1). В частном случае, когда на плоской границе раздела двух сред z = h 
распо.'!ожена одна металлическая лента Q < х < /3, это интегральное 
уравнение имеет вид 
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здесь й(х) ·-граничное значение потснnиа.льной функции впсшнего по.1я. 
В §7 рассмотрена задача о скачке для уравнения Гельмгольца в осе­
симметричной слоистой среде. В этом случае, в силу периодичности иско­
мого решения 110 азимутальной координате, удобно исполь:ювать разло­
жспия функций в ряды Фурье. Поэтому зависимости между граничными 
функциями в переопределенных задачах сформулированы на языке их 
коэффициентов Фурье (теорема 7.1). Аналогичные результаты получены 
с помощью интегрального преобразования Ханкеля. 
В гла.ве З метод задачи о скачке использован при решении ряда гра­
ничных задач д.1я уравнения смешанного типа первого рода 8 
(5) 
Это уравнение принято считать модельным среди уравнений смешанного 
типа первого рода, то есть таких уравнепий, для которых направления 
характеристик в точках линии изменения типа не совпадают с направле­
нием этой линии. При m =О и m = 1 уравнение (5) совпадает соответ­
ственно с уравнениями Лаврентьева-Бицадзе и Трикоми, а при нечетном 
т - с уравнением Геллерстедта. 
При постановке граничных задач в смешанной области обычно тре­
буют, чтобы на линии у = О изменения типа были непрерывны искомое 
решение и(х. у) и его нормальная производная, то есть выполнялись уело-
вия 
и(х,О +О) - u(x,0- О)= О, дu дu ду (х, О+ О) - ду (х, О - О) =О. (6) 
Рассматриваются также и более общие условия ск.1еивавия (линейные 
8Крикунов Ю.М. Краевые задачи для модельных уравнений смешан­
ного типа. - Казань: Изд-во Казанск. ун-та, 1986. - 148 с. 
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усло11ия сопряжения решений) 11ида 
оо(х)и(х, О+ О)+ /3о(х)и(х, О - О)= "Уо(х), 
(7) 
В диссертации исследованы за.дача о скачке (задача с неоднородными 
условиями вида (6)) и задачи с дефекта.ми на линии изменения типа для 
уравнения (5) (задачи с разрывными коэффициентами в условиях вида 
(7J). 
Будем rоворить, что на линии изменения типа имеются дефекты, если 
па лекоторых ее частях усло11ия склеивания (6) заменены на условия дру­
гого вида. На.пример, если на дефекте задаются предельные значения ис­
кш.юго решения И.'!и его нормальной произnодлой. Такая терминология 
заимствована из граничных задач теории упругости. Классическая зада­
ча Трикоми для уравнения ::~ллиnтико-гиnерболического типа является 
задачей о скачке с нулевым скачком. 
В §8 исследована. за.дача о скачке искомоrо решения уравнения Лав­
рентьева-Бицад3е и его норма.льной произ11одной на линии изменения ти­
па в стандартной смешанной области в СЛ!\Дующей постановке. Пусть 
область D ограничена линией Гс концами 11 точках А(О,О) и B(l,0) ве­
щественной оси и характеристика.ми АС : х + у = О и ВС : х - у = 1 
уравнения Лаврентъева-Бица.цзе. Нужно найти регулярное или обобщен­
ное решение уравнения в смешанной области D, которое принимает за­
данные значения на линии Г и на характеристике АС, имеет nреде..Тhные 
значения на АВ всюду, кроме конечного числа иск.1ючительных точек и 
ВЫПО.'!НЯЮТСЯ УСЛОВИЯ 
и(х, О+ О) - и(х, О - О)= а(х), ди ди ду(х,0+0)- ду(х,0-О)=Ь(х). 
За.Дача о скачке сведена к сингулярному интегральному уравнению с ло· 
11 
гарифмической особенностью в ядре и затем к уравнению вида 
lj1 1 1-2х i µ(х)+; µ(t)[t-x-t+x- 2txjdt=h(x), O<x<l, 
о 
решение которого по.1учено в замкнутом виде. Метод интегральных урав­
нени!l ддя решения задачи Тр11коми (задача Т - частный случай задачи 
о скачке) был пред-1ожен впервые Л.D.Биuадзе 9 . 
В §9 при решении задачи о скачке для урав;1ения Лаврентьева-Бицадзе 
применен метод интегра..1ьного преобразования Фурье. Обща.я схема рас­
суждений здесь точно такая, 1tак при решении задачи о скачке для урав­
нения Ге!!ьмrольца. Получены решения вспомогательных задач Коши в 
э;1.1иптическо!\ и гиперболической частях смешанной области. Задача о 
скачке !!а .1инии изменения типа сведена к краевой задаче Римана для 
ана..1итических функций с ус.'!овием 
решение которой получено в явном виде. 
В §10 с помощью интегра.лы1ых представлений, дающих решение зада-
чи о скачке, получены интегральные уравнения, эквивалентные задачам 
с дефектами на линии изменения типа. Подробно рассмотрен с.ГJуча!\ де· 
фекта 1-ro рода, когда в интервале (а:, ;1) линии изменения типа задается 
искомое решение, а на остальной ее части - ус:rовия (6). Задача сведена 
к интегральному уравнению с логарифмической особенностью в ядре 
x(l - t) ( l l - 2х ) d] ~ 
t(1 - х) t - х - t + х - 2tx t 
1 " 
-2 j Ь({) d~ = х(х), х Е (а:, /3), 
о 
~Бицадзе А.В. Уравнения смешанного типа / Итоги науки. Физ.-мат. 
науки. 2. - М.: Изд-во АН СССР, 1959. - 164 с. 
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найдено его явное решение. 
В § 11 методом интегральнь1х уравнений решена задача о скачке для 
обобщенного уравнения Трикоми в стандартной смешанной области, пред­
варительно рассмотрены вспомогательные задачи: задача N в эллипти­
ческой части смешанной об;1асти и задача Коши в гиперболической части. 
С помошью явного решения задачи о скачке получено сингулярное инте­
гра.'!ыюе уравнение в задаче с дефектом 1-го рода на линии изменения 
типа 
а 
1 / 7r j с( t) ( 1 1 - 2х ) 
-- с(х)- - cot-(1- р) Z(x) - -- - dt-
2 7r 4 " Z(t) t - х t + х - 2tx 
1 
/ 7r j c(t) ( 1 1 - 2х ) 
-- cot -(! - р) Z(x) - -- - dt == х(х), 
7r 4 Z(t) t - х t + х - 2tx 
/3 
х Е (а,В). 
Основные результаты диссертации 
1. Найдены необходимые и достаточные условия существования реше­
ния переопределенной задачи Коши для уравнения Гельмгольца в ПOJioce 
И В КО.'!ЬЦе. 
2. Исс:rедованы задачи о скачке д.'IЯ уравнения Гельмгольца в плоско­
слоистой среде и в осесимметричной слоистой среде. Получены системы 
линейных а.т1rебраических уравнений для образов Фурье или коэффици­
ентов Фурье гра1шчвых функций. 
3. Задачи дифракции электромагнитКЪiх волн на металлических лен­
тах в слоистых средах сведены к интегральным уравнениям с догариф­
мической особенностью в ядрах. 
4. Построены явные решения задачи о скачке на ливп. изменения 
тица для уравнений Лаврентьева-Бицадзе и обобщенного уравнения Три­
коми методом интегральных уравнений и методом преобразования Фурье. 
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5. Исс:1едованы защ1чи с дефекто~1 на :шнии изменения типа для урав­
нени~ "lаврентьева-Б1щадзе и обобщенного уравнения Тр1rкоми в с~1ешан­
ной области. 
В заключепис nыражаю r.1убокую б.1аrодарпость моему научному ру­
ководителю профессору Н.Б.Плешинскому за постановку задач и за по­
мошь пр:r вьшо:шении .:щссертадиопной работы. 
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